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Re´sume´ :
La transition vers la turbulence en conduite cylindrique pour un fluide non Newtonien a e´te´ peu e´tudie´e
en de´pit de l’importance de ce proble`me. Les re´sultats existants dans la litte´rature font e´tat d’une part
d’un retard a` la transition vers la turbulence et d’autre part de l’apparition d’une asyme´trie dans les
profils moyenne´s en temps de la vitesse axiale. Notre e´tude nume´rique montre que la non-line´arite´ de
la viscosite´ est a` l’origine d’une re´organisation significative de l’e´coulement. D’une part, cette non-
line´arite´ re´duit la dissipation visqueuse de l’e´nergie de la perturbation et d’autre part, elle induit un
fort enrichissement du spectre d’e´nergie.
Abstract :
The transition to turbulence of purely viscous shear-thinning fluid flow in a pipe has been little studied
despite the importance of this problem. The existing results in literature show, firstly, a delay in the
transition to turbulence and secondly, the onset of an asymmetry in the mean profiles (time averaged)
of the axial velocity. Our numerical study shows that the nonlinearity of viscosity is at the origin of a
significant reorganization of the flow. On the one hand, the nonlinearity reduces the viscous dissipation
of kinetic energy of the disturbance and on the other hand, induces a broad energy spectrum.
Mots clefs : transition vers la turbulence, fluide rhe´ofluidifiant, conduite cylindrique
1 Introduction
La transition vers la turbulence en conduite cylindrique pour un fluide non Newtonien a e´te´ peu
e´tudie´e en de´pit de l’importance de ce proble`me dans de nombreux secteurs industriels. Les re´sultats
existants dans la litte´rature font e´tat pour les fluides rhe´ofluidifiants, i.e. les fluides pour lesquels la
viscosite´ diminue avec le cisaillement, d’une part d’un retard a` la transition vers la turbulence [1] et
d’autre part de l’apparition d’une asyme´trie dans les profils moyenne´s en temps de la vitesse axiale
[2, 3, 4]. Les e´coulements de tels fluides se caracte´risent par une stratification radiale de la viscosite´ et
par la variation non-line´aire de la viscosite´ µ en fonction du cisaillement γ˙. L’objectif de cette e´tude
est de faire ressortir l’influence de la non-line´arite´ µ(γ˙) sur le sce´nario de transition vers la turbulence
en conduite cylindrique. Pour cela, nous avons effectue´ une simulation nume´rique de l’e´coulement
d’un fluide de Carreau (Eq. 3) en re´gime transitionnel par une me´thode pseudo-spectrale de type
Petrov-Galerkin. Les re´sultats nume´riques ont permis de mettre en e´vidence deux caracte´ristiques
fondamentales induites par la non-line´arite´ µ(γ˙) : (i) re´duction de la dissipation visqueuse et (ii)
e´largissement du spectre d’e´nergie.
2 Formulation du proble`me
Nous conside´rons l’e´coulement d’un fluide rhe´ofluidifiant purement visqueux incompressible dans une
conduite cylindrique de rayon Rˆ. Les e´quations adimensionnelles gouvernant le proble`me sont
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∇.U = 0 (1)
∂U
∂t
+ (U .∇)U = −∇P +∇.τ . (2)
La mise sous forme adimensionnelle est obtenue en utilisant Wˆ0 la vitesse maximale de l’e´coulement
de Poiseuille, le rayon Rˆ et ρˆWˆ 20 comme e´chelles caracte´ristiques de vitesse, de distance, de pression
et de contrainte. Le vecteur vitesse U est e´crit sous la forme U = Uer + V eθ +Wez, ou` U, V et W
sont les composantes de la vitesse dans les directions radiale, azimutale et axiale. Le comportement
rhe´ologique du fluide est de´crit par le mode`le de Carreau :
τ =
1
Re
µ γ˙ avec µ = µ∞ + (1− µ∞)
[
1 + (λ γ˙)2
](np−1)/2
, (3)
ou` µ∞ = µˆ∞/µˆ0, µˆ∞ est la viscosite´ a` cisaillement infini, µˆ0 la viscosite´ a` cisaillement nul et λ = λˆRˆ/Wˆ0
un temps caracte´ristique adimensionnelle du fluide. Le nombre de Reynolds est de´fini par :
Re =
ρˆ Wˆ0 Rˆ
µˆ0
. (4)
2.1 E´coulement de base
En re´gime dynamique e´tabli, le profil de vitesse axiale Wb(r) satisfait l’e´quation suivante :
0 = −
∂p
∂z
+
1
Re
1
r
∂
∂r
(
r µb
∂Wb
∂r
)
, (5)
avec la condition d’adhe´rence a` la paroi. L’indice b se re´fe`re a` l’e´coulement de base. La re´solution
nume´rique de l’e´quation non-line´aire (5) est effectue´e par une me´thode ite´rative. A titre d’exemple, la
figure 2.1 montre l’influence du caracte`re rhe´ofluidifiant sur les profils de vitesse axiale et de viscosite´.
En augmentant le caracte`re rhe´ofluidifiant, le cisaillement parie´tal augmente et la viscosite´ diminue.
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Figure 1 – E´coulement de base a` λ = 30, µ∞ = 2 × 10
−3 et diffe´rentes valeurs de l’indice de
rhe´ofluidification : (1) np = 1 (cas Newtonien), (2) np = 0.9, (3) np = 0.7, (4) np = 0.5 et (5) np = 0.3.
(a) Profils de vitesse axiale. (b) Profils de viscosite´.
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2.2 E´quations aux perturbations
A` l’e´coulement de base, on superpose une perturbation (u, p) : U = Ub + u et P = Pb + p, dont
l’e´volution temporelle ve´rifie le syste`me suivant :
∇.u = 0, (6)
∂u
∂t
= − (Ub.∇)u− (u.∇)Ub − (u.∇)u−∇p+∇. [τ (Ub + u)− τ (Ub)] , (7)
avec la condition de non-glissement a` la paroi. Dans l’e´quation (7), les composantes du de´viateur du
tenseur des contraintes sont :
τij (Ub + u) =
1
Re
µ (Ub + u) γ˙ij (Ub + u) . (8)
3 Re´solution nume´rique
Une me´thode pseudospectrale de Petrov-Galerkin [5] est utilise´e pour la re´solution nume´rique du
syste`me (6)-(7). Le champ de vitesse u est projete´ sur des se´ries de Fourier dans les directions azimutale
et axiale et sur des fonctions base´es sur les polynoˆmes de Chebyshev dans la direction radiale :
us(r, θ, t) =
∑
k=1,2
L∑
l=−L
N∑
n=−N
M∑
m=0
a
(k)
mnlΦ
(k)
mnl. (9)
Les fonctions de base Φ
(k)
mnl s’e´crivent sous la forme :
Φ
(k)
mnl = exp (2piilz/Q+ inθ) v
(k)
mnl(r), (10)
ou` Q est la pe´riode dans la direction axiale. Les re´sultats pre´sente´s ici ont e´te´ obtenus en fixant Q = 2pi.
L’expression des v
(k)
mnl(r) selon les nombres d’onde azimutal n et axial l est donne´e dans [5]. Si on note
a le vecteur colonne contenant les e´le´ments a
(k)
mnl, le syste`me dynamique re´sultant de la proce´dure de
projection s’e´crit :
Aa˙ = Ba+ b, (11)
ou` b est un vecteur colonne qui regroupe les termes non-line´aires d’inertie et les termes non-line´aires
visqueux calcule´s en pseudospectral. La discre´tisation temporelle utilise un sche´ma semi-implicite
d’Adams-Bashforth d’ordre 4. Les termes line´aires e´tant e´value´s en implicite et les termes non-line´aires
en explicite.
4 Cas d’une perturbation infinite´simale : Stabilite´ line´aire
Si la perturbation est infinite´simale, les termes convectifs non-line´aires peuvent eˆtre ne´glige´s et le
tenseur τ (Ub +u)− τ (Ub) peut eˆtre line´arise´ par rapport a` l’e´coulement de base (Ub, Pb) moyennant
un de´veloppement a` l’ordre 1 de la viscosite´ de l’e´coulement perturbe´ µ(Ub + u) :
τ ′ = τ (Ub + u)− τ (Ub) = µ(Ub)γ˙ (u) + µ
′γ˙ (Ub) avec µ
′ ≃
∂µ
∂γ˙ij
∣∣∣∣
b
γ˙ij (Ub) (12)
ou` µ′ est la perturbation de la viscosite´, µ′ = µ(Ub + u) − µ(Ub). Le proble`me aux valeurs initiales
qui en re´sulte peut s’e´crire de fac¸on formelle Aa˙ = Ba. Pour de´terminer le comportement aux temps
longs de la perturbation, la solution est recherche´e sous la forme exp(σ t). Le proble`me aux valeurs
initiales est transforme´ en un proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´ σAa = Ba ou` σ est la valeur
propre. Les re´sultats nume´riques montrent que pour la gamme de parame`tres rhe´ologiques conside´re´s
dans notre e´tude, 0 < λ < 30 et 0.3 < np < 1, la partie re´elle de σ reste ne´gative. On conjecture
que l’e´coulement en conduite cylindrique d’un fluide rhe´ofluidifiant est line´airement stable. Comme
l’ope´rateur line´aire L = A−1B est non normal, une croissance transitoire de l’e´nergie cine´tique est
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Figure 2 – (a) Amplification maximale de l’e´nergie cine´tique de la perturbation en fonction du nombre
d’onde axial l pour diffe´rents nombres d’ondes azimutaux n a` Rew = 4000, λ = 30 et np = 0.5. (b)
Gain de l’e´nergie cine´tique pour la perturbation optimale a` Rew = 4000, λ = 30 et diffe´rentes valeurs
de l’indice de rhe´ofluidification np.
attendue avant la de´croissance exponentielle. On de´finit le gain G de l’e´nergie cine´tique au temps t
par rapport a` toutes conditions initiales non nulles :
G(t, l, n) = sup
u0 6=0
||u(t)||e
||u0||e
avec ||u||e =
1
2piQ
∫ Q
0
∫ 2pi
0
∫ 1
0
u∗.u r drdθdz. (13)
ou` ||u||e est la densite´ d’e´nergie cine´tique instantane´e de la perturbation. L’amplification maximale
par rapport au temps est Gmax(l, z) = supt>0 G(t, l, z). Le maximum de Gmax(l, z) suivant les nombres
d’onde l et n est Gopt = supl,n Gmax(l, z) obtenu par la perturbation optimale a` topt. Le calcul de la
perturbation optimale suit la me´thode de´crite dans [6]. Pour cette e´tude, on trouve que celle-ci est
constitue´e de deux rouleaux longitudinaux contra-rotatifs, (l = 0, n = 1) similaire au cas Newtonien
(figure 2a). On note aussi que l’indice de rhe´ofluidification re´duit significativement l’amplification de
l’e´nergie cine´tique ainsi que la dure´e ne´cessaire pour que le maximum d’amplification soit atteint
(figure 2b). Les re´sultats sont pre´sente´s a` Rew = 4000, ou` Rew est le nombre de Reynolds de´fini avec
la viscosite´ parie´tale.
5 Re´sultats de l’analyse non-line´aire
Nous avons commence´ par examiner l’influence de la non-line´arite´ µ(γ˙) sur l’e´volution temporelle de
l’e´nergie de la perturbation optimale pour deux modes de Fourier n = 1 et n = 3. Lorsque l’e´nergie
initiale de la perturbation est tre`s faible, la contribution des termes non-line´aires peut eˆtre ne´glige´e
et on retrouve la croissance transitoire due a` la non normalite´ de l’ope´rateur line´aire. Aux temps
longs l’e´nergie de la perturbation tend ine´luctablement vers ze´ro du fait de la dissipation visqueuse.
Il faut bien noter qu’en situation bidimensionnelle, les rouleaux longitudinaux n’ont aucune source
d’e´nergie. Afin de faire ressortir l’influence de la non-line´arite´ µ(γ˙), nous avons repre´sente´ l’e´cart
relatif, RD = [||u(t)||e − ||u(t)||e,st] /||u(t)||e,st, de l’e´nergie de la perturbation par rapport au cas dit
purement stratifie´ de´signe´ par l’indice st ou` le profil de viscosite´ serait gele´, µ(r, t) = µb(r). La figure
3 montre que l’e´nergie de la perturbation est beaucoup plus importante lorsque la non-line´arite´ de
la viscosite´ est prise en compte. Cet effet est d’autant plus prononce´ que le fluide est rhe´ofluidifiant.
Une interpre´tation de ce re´sultat peut eˆtre donne´e en e´crivant l’e´quation de Reynolds-Orr. Le produit
scalaire de (7) avec u inte´gre´ ensuite sur une section droite de la conduite conduit a` :
de
dt
= −
∫
S
uw
dWb
dr
dS−
1
Re
∫
S
µ′γ˙rz(u)
dWb
dr
dS−
1
Re
∫
S
µ (γ˙(u) : γ˙(u)) dS. (14)
Par comparaison avec le cas Newtonien, un nouveau terme CRµ′ = −(1/Re)µ
′γ˙rz(u) (dWb/dr) appa-
rait. Il provient de la contraction du tenseur des contraintes de Reynolds non Newtoniennes µ′γ˙ij(u)
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Figure 3 – Effet de la non-line´arite´ µ(γ˙) sur l’e´nergie de la perturbation, pour un fluide de Carreau
avec λ = 30 et Rew = 4000. La condition initiale correspond a` la perturbation optimale pour n = 1. (a)
Re´duction de la dissipation visqueuse pour trois valeurs de l’indice de rhe´ofluidification : np = 0.5, 0.4
et 0.3. (b) Re´partition de la contrainte de Reynolds non Newtonienne CRµ′ dans une section de la
conduite a` t = 70, pour np = 0.5, λ = 30 et Rew = 4000,
avec le tenseur des taux de de´formations de l’e´coulement de base γ˙bij . Les re´sultats nume´riques montrent
que CRµ′ > 0 en tout point d’une section de la conduite. Ce re´sultat pouvait eˆtre anticipe´ en
conside´rant un de´veloppement de Taylor au premier ordre de la viscosite´ autour de l’e´coulement
de base, qui conduit a` −µ′γ˙rz (u) dWb/dr ≈ −γ˙
2
rz (u)
(
∂µ
∂γ˙rz
)
b
dWb
dr
> 0. L’inte´grale Iµ′ =
∫
S
CRµ′ds
augmente avec le caracte`re rhe´ofluidifiant. La contrainte de Reynolds non Newtonienne, CRµ′ se com-
porte comme un terme source d’e´nergie. La re´duction de la dissipation visqueuse de´crite pre´ce´demment
est aussi observe´e pour une perturbation initiale ayant un mode azimutal n diffe´rent de 1. De plus,
dans ce cas un autre effet fondamental de la non-line´arite´ de µ(γ˙) est mis en e´vidence, par exemple en
conside´rant une perturbation initiale constitue´e de trois paires de rouleaux longitudinaux, n = 3 (figure
4). Lorsque seule la stratification de la viscosite´ est prise en compte, le terme d’inertie, non-line´aire
quadratique, ne permet pas le transfert d’e´nergie vers des modes non harmoniques ce qui se traduit
sur les figures 4 du haut par le maintien de la structure impose´e par les rouleaux initiaux. Lorsque la
perturbation de la viscosite´ est prise en compte, tous les modes sont excite´s par la non-line´arite´ de la
loi de comportement rhe´ologique. Le transfert e´nerge´tique vers les modes n’e´tant pas des harmoniques
de n = 3 est suffisant pour de´clencher une modification de la structure de la perturbation, comme le
montre la se´rie de figures 4 du bas. Il est alors important de constater qu’au bout d’un certain temps,
seuls deux rouleaux longitudinaux contra-rotatifs correspondants au mode n = 1 subsistent comme le
montre la structure finale de la se´rie de figures 4 du bas. Le mode n = 1 finit donc par eˆtre le mode
dominant meˆme s’il n’est pas perturbe´ initialement graˆce a` la non-line´arite´ de la viscosite´. Ce re´sultat
pourrait eˆtre relie´ a` la dissyme´trie de l’e´coulement observe´e expe´rimentalement.
6 Conclusion
Un code pseudo-spectral utilisant une me´thode de Petrov-Galerkin a e´te´ de´veloppe´ pour e´tudier l’in-
fluence de la non-line´arite´ de la viscosite´ par rapport au taux de cisaillement sur la stabilite´ de
l’e´coulement en conduite cylindrique d’un fluide rhe´ofluidifiant face a` des perturbations bidimension-
nelles. Deux effets fondamentaux ont e´te´ mis en e´vidence : (1) une re´duction de la dissipation visqueuse,
explique´e par l’apparition d’un nouveau terme dans l’e´quation de Reynolds-Orr (2) un e´largissement
du spectre de modes de la perturbation.
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Figure 4 – Contours d’iso-valeurs de la vitesse axiale w a` Rew = 4000 et diffe´rents instants t. Les
valeurs ne´gatives sont en bleu et les valeurs positives en rouge. L’e´chelle de couleur est ajuste´e en
fonction du minimum et du maximum a` chaque instant t. Les caracte´ristiques rhe´ologiques du fluide
sont np = 0.5 et λ = 30. La condition initiale est une perturbation constitue´e de trois paires de
rouleaux longitudinaux (n = 3 ; l = 0). (Haut) Cas purement stratifie´. (Bas) Influence de la non
line´arite´ de µ.
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